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1 — Wichtige Fragen Uber Wavelets

Wichtige Fragen Uber Wavelets
e Hat die dilation equation eine Losung mit endlicher Energie?
e Konvergiert der Kaskadenalgorithmus gegen diese Ldsung?
= Antworten darauf durch bestimmte Filterkoeffizienten h(k)

—> Antworten sind alle ,Ja“
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2 — Fundamentaloperatoren

Fundamentaloperatoren

M= (]22HudT = (| 2HH")

e N —=Filtermatrix H (Toeplitz-Matrix) downgesampelt (Zeilen geléscht) und
mit 2 multipliziert

e M ist ein dezimierter Lowpassfilter, bei dem sich die Koeffizienten h(k)
notwendigerweise zu 1 addieren, d.h. H(0) = > h(k) =1

e Auch symmetrisches Produkt H H' ist Toeplitz-Matrix
— Eintrage sind die Koeffizienten in | H (w)|? = | 3 h(k)e~*w|?
— Zeilenshift (| 2)

e Im Frequenzbereich erzeugt das Downsampling ein Aliasing wegen der

Modulation mit 7r:
MHw =H(5)7(3) +#(G+m) £ (5+7)
wobei (M f)(i) = Y2, m(i — 5) £ (j)
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2 — Fundamentaloperatoren

e ebenso beim Transferoperator 1"

i =i (5)] 1 (5)+ [ (G +m)] 1 (5+7)

e Wichtig: Eigenschaften von M und 1', denn Iteration des Lowpass-fliters

involviert deren Potenzen

e Der Transferoperator T ist einfacher als M, da | H (w)|* > Ound HH?'
positiv definit
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2 — Fundamentaloperatoren

e Nach i Iterationen ¢(%*) (¢) sind die inneren Produkte

) = [ o060 + ke

Schiusselpunkt: T'a(®) (k) liefert inneres Produkt a*+1) (k)

= Potenzen von T’ (und deshalb Eigenwerte von I") bestimmen, ob der

Kaskadenalgorithmus konvergiert (Uber euklidische/LQ—Norm)

e Eigenschaften von I’ geben Antworten tber quadratische Mittelwerte
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3 — Wavelettheorie

Wavelettheorie
Folgende Aussagen gelten:

1. Kombination von ¢(t — k) kann Polynome bis Grad p exakt produzieren,
wenn M Eigenwerte 1, %, e (%)7’_1 hat

2. Sind die Wavelets orthogonal zu 1, . .. ,tp_l — p Nullmomente (=vanishing
Moments) 2

3. T hat Eigenwerte 1, . .., (5)?’~! wenn M wie in 1

4. Der Kaskadenalgorithmus konvergiert auf ¢(t) in L?-Norm wenn die
anderen Eigenwerte von T= |A| < 1 sind

5. Wenn ¢(t) und w(t) s Ableitungen haben, dann sind die Eigenwerte von

T= |\ <477

e 1. — neue Formvon A, <> p Nullen bei 7 (aus Faktor (1 +271)? in H(2))
® In 4 ist s nicht zwingend ganzzahlig, aber wir beschranken uns darauf

e Fir I" wird die Ordnung von Null 2p

2Def: Das p-te Moment einer stetigen Funktion auf [a, b] ist definiert als GroRe f; tPf(t)dt
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4 — Approximationsgute

Approximationsgite

e Bei Anwendung von Wavelets wird f () auf Raum V projiziert, j gibt die
Zeitskala At = % an. Skalierungsfunktionen sind dann 27/2¢(27t) und

ihre Translationen mit kAt

s

At

5. Januar 2004 Approximationsgtite von Wavelets Seite 7



4 — Approximationsgute

e Die Projektion istdann P(j) = f;() und ist eine Kombination der

Basisfunktionen:

Vit fi(t) = ) ajp2Pp(27t — k)

k=—o0

e Wavelets splitten Funktion in unterschiedliche Skalen auf (Multiresolution)

e Details werden auf Level 7 aufgeldst, der grobe Durchschnitt auf Level O:
Vi=VoeWoaa Wi eWe ... W,;_4

W =Waveletraume
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5 — Der Waveletraum

Der Waveletraum

Vi=VoeWooWieWe@ ... W,
A fj(t) — Za0k¢(t_k)+z bOkw(t_k)—i_Z b1k21/2’LU(2t—k?)—|—. N
k k

e j muss abgewogen werden: Qualitat gegen Kosten

e Datenrate verdoppelt sich pro Level: 2 mal so viele Basisfunktionen, 2 mal so

viele Koeffizienten

e Gite ist abhangig von

— f(t) — gegeben

— Koeffizienten des Filters — wéahlbar

e Fehlerabschatung typisch fur Numerik:
1£() = fi()|l = Can?|| FP @)

e (' und p hangen von unserer Wahl von h(k) ab, diese legt dann ¢ (%) und

somit die Unterraume fest.
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5 — Der Waveletraum

Auswirkungen dieser Abschéatzung:
e Jeder Levelschritt dividiert Fehler durch 2P

—> p ist kritisch, d.h. wo ist ein guter Wert asymptotisch erreicht?
e (' ist weniger wichtig, aber fur Wavelets mehr als fiir Splines

e Der globale Fehler kann lokal abgeschatzt werden, wenn f(p) (t) global klein
ist und plotzlich ihr Verhalten andert

— Wavelets bieten dafiir die ,anpassbaren Maschen®, spater dazu mehr!

— Verfeinerung um Faktor 2, aber leider Overhead (Abwéagung)
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5 — Der Waveletraum

Beweis der Fehlerabschatzung Sei g eine beliebige Funktion mit g € V/; und

P(f) eine lineare Projektion mit P(f) = f;, dann setzen wir an:
ft) = 1) = f(t) = g(t) + g(t) — f(2)
da g in V; liegt, ist P;(g) = g und wir kénnen umformen:
F@) = £;@) = (f —9)(#) + P (g — F)(¢)
und unter euklidischer Norm ergibt sich
1f = filla < WIf = gll +15(f =9Il < [If = gl

g ist (lokal) wie ein Polynom weil g € V] Somit entwickeln wir die Taylorreihe

f(t)—g(t) = |f (t) — [f (to) + ...+ (t(; i)f;,_l f ““‘”(to)] ‘ = Restglied
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5 — Der Waveletraum

e Anpassung der Potenz ist ein typisches Problem der numerischen Analysis,

z.B. bei Integralen:

, (At)!  Rechteckregel
/ f(t)de = Z cef(tr) = ¢ (At)? Trapezregel
0

. (At)*  Simpsonsregel

e Immer die Idee: Beachtet die Polynome
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5 — Der Waveletraum

e Jede Funktion ist lokal einem Polynom &hnlich (Idee der Taylor-Reihe)
e p gibt den Grad des Polynoms an, dass den ersten Fehler ergibt
—> Wir werden die Glte durch Berechnung mit Polynomen bestimmen

e VORSICHT: Im Digitalbereich keine Funktion als Eingabe, sondern ein
diskreter Vektor, der durch Sampling von f () entstanden sein kann

— direkte Ubernahme kann die Projektion verfalschen

— mehr dazu am Ende!
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6 — Bestimmung der Gute

Bestimmung der Glte

e Die Naherung besteht aus Translationen der mitunter komplizierten

Basisfunktionen ¢(t) und w(t)
— Die Berechnung von p geht stets auf die Koeffizienten h(k) des
Lowpassfilters zuriick

— Wir kénnen p aus h(k) oder H (w) bestimmen

— Die exakte Projektion auf V{, ist unmdglich. Wir vermeiden eine solche
Betrachtungsweise durch das Betrachten der Projektion P; € Vp mit j

genugend grof3
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7 — Die Bedingung A,

Die Bedingung A,
SATz: Die Gute ist p wenn eine der folgenden aquivalenten Formulierungen gilt
(i) ijzo(—l)”njh(n) =0,;=0,1,...,p— 1 (Summenregel)
(i) p Nullen bei 7: H (w) = (2—2)PQ(w) und H(z) = (2=)PQ(2)
(iii) p Eigenwerte der Matrix M = (| 2)2H = {2h(2i — j)} :

| 1 .
M@’ = (i)ng(J)fUrj:O,l,...,p—l

Beweis: 1) < i1)

Substitution w = 7 in der Frequenzantwort und dann ableiten:

Zh(n)e_m7T =h(0) —h(1)+h(2)—... & H=0beiw=m
> h(n)(—in) — —i(0R(0)=1h(1)+2h(2)—... & H' =0beiw =7
analog fuir héhere Ordnungen []
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8 — Beweis A, — Eigenwerte

Beweis A, — Eigenwerte
Angenommen H (w) ist p-te Potenz von %(1 +e”W)

= pNullenbeim, Q) =1

1

= Dann sind alle Eigenwerte Potenzen von 5

Beispiele fir p = 2, 3, 4 die von Doubleshifts von 1,2,1; 1, 3,3, 1 und
1,4,6,4,1 kommen

1000

T10 (100 16410
m2=73 (12 my =3 |33 1 ML=5 11464
N 013 001 4
— 4y 9 )\:1,§:Z A_]_._ll_l )

— 127408

e Die N X N-Matrix m hat die Eintrage 2h(2¢ — j) fure, 5 =,1,..., N — 1
® M ist eine Submatrix von der unendlichen Matrix M

e Die Eigenwerte von M sind die selben wie bei m, wobei die Eigenvektoren mit 0 in

beide Richtungen erweitert sind
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8 — Beweis A, — Eigenwerte

Wann hat m diese Eigenwerte?

Um dies zu zeigen, erhdhen wir die Zahl der Nullen bei 7t Schritt flr Schritt in der

z-Domain.

-1
1—{—; )

e jede neue Null bei z = 1 kommt dann wieder von einer Multiplikation mit (

Wir zeigen:

1. Neue Eigenwerte von m sind die Hélfte der alten Eigenwerte

2. Es gibt den neuen zusatzlichen Eigenwert A = 1 mit linkem Eigenvektor

eqg = [ 1 1--- 1 [, derrechte Eigenvektor gibt den Wert von ¢p,eq, (1)
an (diskret).

3. Die neuen Eigenvektoren sind die (inneren) Differenzen der alten

Eigenvektoren x ;-

Lneu — xalt(k) — xalt(k — 1) und Xneu(z)

(1 — 27X (2)

Bewels:
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8 — Beweis A, — Eigenwerte

Voraussetzungen:

z = e

H(2)X(2)+ H(—2)X(—2) = Zalzl + Zalz_l
H(z)X(z) = Zzl Zh(l — Jz(j) = Zalzl

! J
mx =Mt < H(2)X(2) + H(—2)X(—2) = AX(2?)
e Das neue H (z) erhélt den Extrafaktor (ﬁ)

2

e Das neue X (z) erhalt den Extrafaktor (1 — 2z~ 1):

(1 +2Z‘1) H(z)(l—z_l)X(z)+(1 ‘f) H(=2)(1+27) X (=2) =

%m X (2)

e Der ganze Beweis liegt in <1+Z_1) 1—z"H=3(1-272)

2

N
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9 — Linke Eigenvektoren

Linke Eigenvektoren

e Auch von Interesse sind die linken Eigenvektoren y : ym = Az

e Esgilt (ym)! = Myl = mty!

11
127 4
Polynome, d.h. die Kombinationen von €g, €1, . .., €k:

e Fir die speziellen Eigenwerte A = 1 sind die Eigenvektoren diskrete

o= 111 ]ier=[01 . No1] o= 05 1F (v 1]

® insbesondere exg = Mmeg
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9 — Linke Eigenvektoren

e Besonders interessant: Eigenvektor yg = [1 1 ... 1} fur A = 1:

2h(0)
2h(2) 2h(1) 2h(0)

[111...1} 2h(3) 2h(2) --.

:[111...1}

&) 2h(2k) =1AD> 2h(2k+1) =1
e Aquivalent zur ersten Summenregel und zur Lowpassregel

h(0) — h(1) + ... = 0 bzw. h(0) + A(1) +... =1
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9 — Linke Eigenvektoren

Auch die linken Eigenvektoren kommen von den alten linken Eigenvektoren,

summieren sich aber anstatt sich zu subtrahieren

Beweis: Wir betrachten die Eigenvektoren aber mit m? unter (T 2)

e Noch interessant: Matrizen aus den linken Eigenvektoren sind die Inversen

der rechten Eigenvektor-Matrizen = so genannte Biorthogonalitat

e Diagonalisierung S~! M S hat die rechten Eigenvektoren in den Spalten von

S und die linken Eigenvektoren in Zeilen von S—1
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10 — Unendliche Matrizen

Unendliche Matrizen
Im Falle unendlicher Matrizen gilt:
e linke Eigenvektoren werden nicht durch Nullen erweitert
e Vn:ej(n)=n<e = [ e =2 -1 0 1 2
® c; wird als Polynom erweitert

e Die Kombination, die fur endliche Matrizen Eigenvektoren ergibt, ergibt auch

unendliche Eigenvektoren
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

Der Raum Vy = {o(t + n) }per

Der linke Eigenvektor yx M = (3)*y gibt die Kombination von
Skalarfunktionen an, die gleich t* sind:

> ye(n)p(t+n)=t"k=0,1,...,p—1

Darum enthalt der von {¢(t + n)} aufgespannte Raum Vj alle Polynome mit
Grad< p!

Beweis:Zu zeigen: Inneres Produkt G(t) = yxPoo (t) = D yr(n)o(t + n)
ist Vielfaches von t*

1. y; ist linker Eigenvektor von M
2. Do (t) = M P (2t) lost die dilation equation

N—— 2

k
1

— ykq%o(t) — ykM(I)oo(2t) — (‘) yk:q)oo(2t)

G(t) S d

(H*Gn
= (/(t) ist Vielfaches von t"
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

Wegen des Einsvektors e folgt:
Zyo(n)gb(t +n) =t mityg = eq
Y olt+n)=1

— p ist mindestens 1 und da das Wavelet orthogonal zu 1 ist:

/ Lw(t)dt = 0

dies ist das erste vanishing moment

Wichtig: 1 und ¢ kdnnen durch Daubechies’ Skalierungsfunktion
@(t) = Dy(t) erzeugt werden
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

= Hier hat H (z) den Extrafaktor 2[1 + /3 + 1 — v/3)2 7] wegen der
Doppelshiftorthogonalitat

3 X 3-Matrix Eigenwerte Eigenvektoren
1] 14++/3 A=1  yo=[111]
4 3-v3 3+V3 1+VB| A=5 5 =B-V31-v3-1-V3
1—v3 3—V3|A=1E8 4) —[100]

= > o(t—n)=1,> yi1(n)o(t +n) =q-t

= V) (Daubechiesraum) enthalt 1 und ¢ und ist orthogonal zu den Wavelets in

W()Z

/w(t)dt — 0 und /tw(t)dt ~0

—> Daubechiesraum hat 2 vanishing moments
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

Korollar:  Wenn H (w) p Nullen bei 7 hat, haben die zu ¢(¢ — n) orthogonalen
Wavelets p vanishing moments.

Dies sind die Synthese-Wavelets w(t):

/ zb(t)dt:(),/ tw(t)dtzo,...,/ tP~Lw(t)dt = 0

— OO — o0 — OO

Grund: 1,...,tP~! sind Kombinationen von ¢(t — n).

Orthogonalitat zu diesen Polynomen bedeutet p Nullmomente
e |/ ist orthogonal zu Wg (statt W)

— w(t) , nicht w hat p Nullmomente
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

Aber:

e Bei orthogonalen Beispielen wie Daubechies-Wavelets ist
Wo = W
w(t) = w(t)

e Biorthogonaler Fall:

Analysefilter hat p vanishing moments < Synthesefilter hat 7w Nullen bei 7
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11 - Der Raum Vi = {op(t + n) }ner

Veranschaulichung: D4 reproduziert 1 und ¢t exakt auf einem endlichen

Intervall

Figure 7.1: A combination of D4(t + n) can exactly reproduce 1 and ¢ on any interval
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12 — Approximationen durch Funktionen in VJ

Approximationen durch Funktionen in V{7

e |n stetiger Zeit werden Vektoren und Matrizen durch Funktionen in ¢ ersetzt

Iterati . _ .
o h(k) —22% ¢(t), deren Translationen 1, . .., tP~! reproduzieren

kdnnen und somit Polynome mit Grad< p
e Der Tragerist [0, V]
e Wir kdnnen Glatte annehmen

[1 Eine Aufgabe der “harmonischen Analysis”
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13 — Exkurs: Harmonische Analysis

Exkurs: Harmonische Analysis

e |ehre von Funktionsraumen und -transformationen
e Der Name kommt von der Fouriertransformation
— Analysiert f(t) als Summen von Harmonien e~
e Schlisselproblem: Verbindung der Eigenschaften von f(t) mit denen der
Transformation, insbesondere der Grdl3e der Fourierkoeffizienten)
— Da sin wt,cos wt und e*“* nicht-lokalen Trager haben, ist der
Reihenabbruch kritisch
— Koeffizientengrof3e sagt nicht alles aus

— Nur in euklidischer Norm perfekte Ubereinstimmung:

1 A
Energie /|f(t)\2dt: EnergieQ—/]f(w)Ide
7

— In anderen LP-Normen und anderen Funktionsraumen entscheidet
|/ (w)] nicht volistandig, ob f(t) zu dem Raum gehért
—> Wir brauchen die Phase (=Winkelposition)
e Betrag kann nie komplett sein
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13 — Exkurs: Harmonische Analysis

e Fir lokale Wavelets ist das anders: Betrage reichen!

e Wir kdnnen den Raum von Funktionen f(¢) mit einem Raum aus
Waveletkoeffizienten bj L treffen!

e Liegt f(t) in L, dann liegen die Koeffzienten im diskreten Raum £7:

A [Iswpa < >k < 5 [1rwpar

® In der Sprache der harmonischen Analysis: ,, Die Wavelets sind eine

unbedingte Basis, wenn p > 1 ist"
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13 — Exkurs: Harmonische Analysis

e \Wenn die Wavelets eine unbedingte Basis sind, dann heil3t das |, | gibt
ausreichende Information (auch ohne Phase)

e Fir einfachste Basis L? ist die unbedingte Basis eine Riesz-Basis:

A/\Zangb(t—n)Q\dt <Y Janf? < B/|Zan¢(t—in)]2dt

= Dann trifft die Anforderung aus Kapitel 6.5 an A(w) = Y_ a(k)e** auf die

Translationsinvarianz der Basis ¢(t — n) zu:
Vw:0<A<AWw) =) |plw+2r+k)><B

(A, B abhéngig von a(k) und den Eigenvektoren a = T'a)

e ahnliche Ungleichung fiir die Waveletbasis wjk(t) und die Koeffizienten by,
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14 — Approximation durch Wavelets: Fehler  f(t) — f;()

Approximation durch Wavelets: Fehler  f(t) — f;()

Nochmals: Die Zahl p = Zahl der Nullen bei 7 gibt an, wie viele
Wavelet-/Skalierungsfunktionen zur Approximation von f(¢) benétigt werden
e Je glatter die Funktion und je héher p ist, desto schneller gehen die
Expansionskoeffizienten gegen 0O und umso weniger davon brauchen wir
— Zentrales Problem der harmonischen Analyis:
BASIS MIT GUTER APPROXIMATION
UND MIT WENIGEN BASISFUNKTIONEN ® FINDEN
e Die beste Basis hangt vom Signal ab

e Wir suchen eine Basis fiir eine ganze Klasse von Signalen

e FUr glatte Signale ist die Fouriertransformation zufrieden stellend

47 B. Wavelets oder Harmonien e*%
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14 — Approximation durch Wavelets: Fehler  f(t) — f;()

Wichtigste Erkenntnis der Wavelettheorie:

Fur stickweise stetige Funktionen ist eine

Waveletbasis besser!
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14 — Approximation durch Wavelets: Fehler  f(t) — f;()

e Raum approximierender Funktion—= Vk7
— Skala At = 27/
e Dieser Raum wird aufgespannt durch Skalarfunktionen ¢(2jt — k) und
durch Wavelets w,x (t) fir alle Skalen unter |

— Wir kdnnten entweder ein Basis wahlen, denn Multiresolution bedeutet
‘/j :V()@Wo@...@Wj_l

e Aber: Die Basis ist unwichtiger, denn wir suchen nach der besten Funktion im
Raum

e Wenn H (w) p Nullen bei 7 hat, ist jede Funktion mit p Ableitungen
approximiert bis zur Ordnung (At)P = 277 durch Projektion f; () in V;:

1£(t) = f; (D] < CADP|FP ()]

ausgeschrieben:

£ = S af 6(29t — k)|| < C2777)| 10 (1)
k
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15 — Beispiel: Approximation ftir Boxfunktionen oder Haarwavelets

Beispiel: Approximation flr Boxfunktionen oder Haarwavelets

e Fehler der Ordnung Atdap =1

e Die engste Konstante auf dem Intervall [0, At]ista; = %

e Fehler f(t) — fo(t) auf dem Intervall ist dann ¢ — £
) At by
e GroRter Fehler 5= beit = (

e Der Fehler in L2-Norm ist

At 1 /At At At
t— | =) — t— ) dt= ——
2 At 2 2/3

5. Januar 2004 Approximationsgtite von Wavelets Seite 36



15 — Beispiel: Approximation ftir Boxfunktionen oder Haarwavelets

e Die Potenz von At ist das Wichtigste bei der Fehlerabschatzung
e C kann bei gewissen Funktionen grofl3 werden (und somit wichtiger)
Hauptsache ist:

o {¢(t+k)} kannlokal 1...tP~1 produzieren, d.h. wir treffen den Anfang

der Taylorreihe
e Der Fehler ist dann die Summe der fehlenden Glieder ﬁ

= Genau das produziert den (At)? f(P)(¢) in der Fehlerabschatzung
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16 — Die STRANG-FIx-Condition

Die STRANG-FIx-Condition

e Die Anforderung an H (w), p Nullen bei 7 zu haben, fiihrt zu folgender

Anforderung an ¢ (Fouriertransformation von ¢):

gg(w) muss Nullen der Ordnung p bei allen Frequenzen
w = 2mn,n # 0 haben

Dies ist die STRANG-FIx-Condition, benannt nach Gilbert Strang und George Fix

Verbindung zu Nullen von H (w) : ¢ = [I7°H ()

mit w = 27 schreiben wir n = 27¢, q gerade

= (j + 1)ter Faktor im unendlichen Produkt ist H (27rn /27 1) = H(gm)

= Null p-ter Ordnung von H (w),w = m fithrt zu Null p-ter Ordnung von
qAbbei W = 271N

— STRANG-FIX-Bedingung firr ¢(t) <= A, auf H(w)
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17 — Die Wahl von p

Die Wahl von p

e Ein ,gutes” p stabilisiert die Iteration, aber ohne den Lowpass-Filter zu

Uberanspruchen
e Oft reichen zwei Ableitungen fiir ¢(t), was ab p =~ 4 eintritt

e Andere Designer akzeptieren kleinere p
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18 — Der Abfall der Waveletkoeffizienten

Der Abfall der Waveletkoeffizienten

e Die Ordnung p erlaubt es, Waveletkoeffizienten schnell zu verkleinern

— passiert bei der Fouriertransformation automatisch

ABER: Ein Funktionssprung und Schrumpfung wird durch % begrenzt

—> Bei Wavelets greift die Multiresolution

= Wenn f(t) p Ableitungen besitzt, fallen die Koeffizienten wie 1 ab:

2JP

bix| = ‘ / f(t)wjk(t)dt‘ < 02— f(p)(t)H

e erstes vanishing moment heit [~ w(t)dt = 0
e unendliches Integral ist kompakt ungleich O:

t
I(t) = / w(w)dunur auf [0, N ungleich Null

— 00
e /(1) ist begrenzt und hat nur endliche Energie

e Fir Haar-Wavelets ist dies die Hutfunktion
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18 — Der Abfall der Waveletkoeffizienten

Beweis: Partielle Integration liefert wegen des vanishing moments:
birk =277 / F1()29/21 (29t — k)dt = O(277)
— o0
e Schritte 1 (%), I2(1), ..., I,(t) fuhren zu

D] = ‘Q—jp/ FP ()20 1,27t — k)dt| < C27P

— 00

/ I (t)H

e Auch wenn f(t) mehr Ableitungen besitzt, kénnen wir nicht weiter machen,
denn Ip,(t)|>__ # 0!
= sonst ware p = p + 1 =Widerspruch
o [,.1(t) ist konstant # O fiir groRe ¢ = unendliche Energie
e Fiir Haar-Wavelets: p = 1: f(t) — f(t — 279)
Liefert die Integration hier die direkte Abschatzung |b;r| = O(277)

e Generell: Teilweises Integrieren fihrt zu f(¢) mal Hutfunktion I; mal 277

5. Januar 2004 Approximationsgute von Wavelets Seite 41



19 — Samplewerte vs. Expansionskoeffizienten

Samplewerte vs. Expansionskoeffizienten

Typisches Vorgehen:

Funktion x(t) —Samples x(n)—Eingabe in die Filterbank. Ist das legal?
NEIN, ES IST EIN WAVELETVERBRECHEN

e Einige konnen sich nicht vorstelllen, so vorzugehen, andere nicht, es nicht zu
tun

e Bequem:
— Vielleicht kennen wir () nicht; vielleicht keine Kombination von ¢(t — k)
— Die Berechnung der wahren Koeffizienten dauert zu lange

e Aber
— Das ,Verbrechen® kann nicht inbeachtet bleiben
— Wir nehmen hier eine spezielle stetige Funktion an
— Der Pyramidenalgorthmus arbeitet auf x(n)als ob es Koeffizienten der zu

Grunde liegenden Funktion wahren:

5a(t) = 3 x(n)o(t — )
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19 — Samplewerte vs. Expansionskoeffizienten

e Korrekt, wenn ¢(k) = d(k) =-einziger Term bei t = n ist x(n)

e Dies trifft naturlich auf die meisten Funktionen nicht zu

Maogliche Losung:
Bestimme a;,,+(k)aus x(n) = Z Qint(k)p(k —n)

wir erhalten eine konstant-diagonale Toeplitz-Matrix mit Eintragen
n, k = ¢(—kn) — wir invertieren einen FIR-Filter > _ ¢(k)e ™"

— Dann sind die Koeffizenten inneres Produkt <x(t — k), gb(t)>:

a(k) = /x(t)qé(t — k)dt = aq(k) = > x(n)d(n — k)

(Fur Daubechies: ng = ¢ wegen Orthogonalitat)
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19 — Samplewerte vs. Expansionskoeffizienten

e Da auler sinc-Wavelets und Dualen zu Splines die Wavelets kompakten
Trager haben, lautet eine vorsichtige Wahl ftir einen idealen Vorfilter

rq(t) = aq(k)o(t — k)

e VORSICHT: In stetiger Zeit passt die Synthese lber eine Summe zur
Analysis mit Integral. Im disketen Fall wird das Integral zur Summe und die
Inverse ist nicht die Inverse der Matrix

e ABER: Die Naherung ist korrekt fiir Polynome bis Grad p (p):

Y n"¢(n) = / t"p(t)dt,r < p

Fur die linke Seite gilt nach Poissons-Summenformel:
) ©.@)
> np(n) =) "¢ (2nk)
— 0 — 0

e Dann sind auf der rechten Seite alle Terme O fir £ # 0 nach Strang-Fix
—> Daraus folgt die Zusicherung fur Polynome mit Grad<< p
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20 — Empfehlung der Buchautoren

Empfehlung der Buchautoren

x(n )iber die inneren Produkte in Koeffizienten konvertieren, dann filtern, dann
nachfiltern um den Samplewert wiederherzustellen

Andere Mdoglichkeiten:

e z(t) Band-limitieren nach Samplingtheorem z(t) = > _ sinc(t — n)x(n)
= Projektion des limitierten () auf Vg ergibt > ap(k)o(t — k)
(Flandrin-Verfahren)

e x(n)als Durchschnittswerte ansehen — Projektion auf

VO = Z aave(k)qb(t o k)

Es gibt keine eindeutige Antwort aber die Samples difen nicht einfach durch die

Filterbank geschickt werden!
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21 — Quellen

Quellen

e G. Strang, T. Nguyen, Wavelets and Filter Banks, Wellesley-Cambridge
Press, Wellesley, 1997.

® Abb. S. 12 Schillerduden Mathematik I, Dudenverlag, Mannheim, 1991
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